Théoréme de Gauss-Wantzel

M2 Préparation a ’agrégation

Théoréme de Gauss-Wantzel :

I Le développement

Le but de ce développement est de trouver une condition nécessaire et suffisante sur
I’entier n pour que le n-gone régulier soit constructible & la régle non graduée et au
compas.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Le n-gone régulier est constructible & la régle non graduée et au compas si, et

T
seulement si, n s’écrit sous la forme 2° | | p; avec s, € N et p1, ..., pr des nombres
i=1
premiers de Fermat distincts.

Preuve :

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Le n-gone régulier est constructible si, et seulement si, {, = e’ est constructible
(car ¢, est une racine primitive de I'unité donc engendre U,). Or, le polyndome
minimal de ¢, sur Q est ®,, et son corps de décomposition est Q(¢,) (car ¢, est
une racine primitive de I'unité), donc [Q(¢,) : Q] = deg(®n) = ¢(n). Ainsi, le
n-gone régulier est constructible si, et seulement si, p(n) est une puissance de 2.

— Si n est de la forme 2° Hpi (avec r,s € N et p1, ..., pr des nombres premiers

i=1
de Fermat distincts), on a :

T

H(pifl) sis=0

=1

e(n) = r
27 [[i—1) sis>0
=1

Ainsi, ¢(n) est une puissance de 2 puisque chaque p; est un nombre de
Fermat (c’est-a-dire de la forme 22" + 1).

— Réciproquement, supposons que ¢(n) est une puissance de 2.
S

Posons n = | | q;" (décomposition en facteurs premiers). On a alors :
i=1
S

o) _nljl (1 N ql> =[T(@-Dg"

i=1

Si ¢; est un nombre premier impair, alors on a a; = 1 puisque p(n) est une
puissance de 2 (donc pas de facteurs premiers impairs dans sa décomposition)
et on a aussi que ¢; — 1 est une puissance de 2 (car divise p(n)). Or, si ¢; est
un nombre premier de la forme 2* + 1, alors k est une puissance de 2.

En effet, écrivons k = a2° (décomposition en facteurs premiers) et notons

b
¢=2%".0n a alors :

|
-

a

a=2 =l = () = et )Y (D)

k3

Il
o

Ainsi, ¢ + 1 divise ¢; (qui est un nombre premier) et ¢ + 1 est strictement
plus grand que 1, donc 2 +1 = ¢+ 1 et ainsi k = 2°.

On a donc montré que n n’écrit comme un produit d’une puissance de 2
(potentiellement égale a 1) et de nombres premiers de Fermat distincts dont
I’exposant est égal a 1.

On a ainsi démontré le théoréme par double implication.

Nous allons désormais construire le 5-gone régulier en guise d’exemple :

Exemple 2 : [Berhuy, p.805]
Montrons tout d’abord que cos (2?7“) = @ :
On sait que, (s et ;' sont conjugués, donc :
G+ G =a=2Re(()
GGt =1
De plus, on a g§+§g2+§5+§;1+1 =0.0r,0? = C52+C52+2, donc : &®4+a—1=0.

V5 —1

5 2#)_%_\/571‘

(puisque Re(¢s) > 0) et donc cos (2F

Ainsi, o =

Commencons la construction du 5-gone régulier :

On commence avec les points 0 et 1, et on trace I’axe des réels. On construit
ensuite 'axe des imaginaires purs (perpendiculaire de ’axe des réels passant par
0) ainsi que les nombres i et 2 (respectivement en tant qu’intersection entre ’axe
des imaginaires purs et du cercle de centre 0 et de rayon 1 et entre I’axe des réels
et du cercle de centre 1 et de rayon 1). On peut alors tracer le segment joignant 4
et 2 dont la longueur est v/5 par le théoréme de Pythagore et que 'on peut placer
sur ’axe des réels en tant qu’intersection entre le cercle de centre 0 et de rayon v/5
et 'axe des réels.
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‘/32’1 en tant que milieu du segment [0;+/5 — 1] puis

V5—1
2
en tant qu’intersection entre le cercle de centre 0 et de rayon 1 et la perpendiculaire
V5—1

-

On peut ensuite construire

enfin construire %

en tant que milieu du segment [O; ] . On obtient ainsi (5

de I'axe des réels et passant par

V-1
1

dl
N

On construit finalement le 5-gone régulier en reportant la longueur entre (5 et 1
sur le cercle unité.

II Remarques sur le développement

II.1 Reésultat(s) utilisé(s)

Ici, chaque construction commencera de 0 et 1. Durant la construction, nous
utiliserons seulement les régles suivantes :
C1l(a, B) : De a # 3, on peut tracer la ligne | qui passe par « et 3.
C2(v,a,B) : De a # (3 et v, on peut dessiner le cercle C' de centre v dont le rayon est
la distance entre o et §.
P1 : Le(s) point(s) d’intersection de deux lignes distinctes ¢1 and ¢2 construits comme
ci-dessus.
P2: Le(s) point(s) d’intersection d’une ligne ¢ et d’un cercle C' construits comme
ci-dessus.
P3 : Le(s) point(s) d’intersection de deux cercles distincts C; and C> construits comme
ci-dessus.

On rappelle également ce qu’est un nombre de Fermat :

Définition 3 : Nombre de Fermat :
Un nombre m est appelé nombre de Fermat lorsqu’il peut s’écrire sous la forme
m=2% + 1, n € N.

Il vient alors la question : Quand F,, := 22" 4 1 est-il un nombre premier ?
En 1640, Pierre de Fermat remarqua que Fop = 3, F4 = 5, F» = 17, F5 = 257 et
F, = 65537 sont tous des nombres premiers. Il conjectura donc que tous les F, sont
des nombres premiers, mais cette conjecture fit réfutée par Euler en 1732. Les seuls
nombres premiers de Fermat connus sont ceux trouvés par Fermat lui-méme.

Dans la démonstration du développement, nous avons utilisé de maniére cruciale le
résultat suivant :

Soient o € C algébrique sur Q et L le corps de décomposition du polynéme minimal
de « sur Q.
« est constructible si, et seulement si, [L : Q] est une puissance de 2.

Ce résultat est trés puissant mais est assez difficile & démontrer : il faut utiliser le
fait que l'extension est galoisienne pour en déduire que le groupe de Galois est un 2-
groupe pour en déduire qu’il est résoluble (les p-groupes le sont de maniére générale)
puis conclure avec la correspondance de Galois. Pour la réciproque, il faut utiliser la
cloture galoisienne pour montrer que l'extension C/Q est normale (avec C le corps des
nombres constructibles a la régle non graduée et au compas) pour conclure grace au
théoréme de 1’élément primitif.
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I1.2 Recasages
Recasages : 127 - 191.

IIT Bibliographie

— Grégory Berhuy, Algébre : le grand combat.
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